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é'1. Inleiding: De onregelmatige verdeling van de priemgetallen

1 2,3,5,7,11,13,17... in de rij der natuurlijke getallen heeft sinds lange
tijd de aandacht getrokken. Door aftelling uit de tafels der priemgetallen
is experimenteel gevonden door Legendre en Gauss, dat de "dichtheid" der

. 1
priemgetallen in de omgeving van het getal x gemiddeld ongeveer Toz % is,
zodat het aantal priemgetallen { X ongeveer

Tr(x)wloi; -

bedraagt. Het heeft tot 1896 geduurd, voor men dit vermoeden van Legendre
en Gauss streng heeft bewezen, n.l,:

Hi
i

1im “XX) = 1. (1)
X300 Toz X
(Stelling der priemgetallen (Hadamard, de la Vallée-Poussin).)

Deze belangrijke stelling zal als uitgangspunt dienen tot tal van andere
onderzwekingen op het uitgestrekte gebied der priemgetallen, welke onze
~aandacht in de loop van deze cursus in beslag zullen nemen.
Als litteratuur wil ik noemen:
E.C.Titchmarsh: The Theory of the Riemann Zeta-function, Oxford 1951.
A.E.Ingham: The distribution of prime numbers, Cambridge Tracts No.
30, Cambridge University Press, 1932. A
E.Landau: Vorlesungen Uber Zahlentheorie II, Leipzig 1927.
T.Esterman: Introduction to Modern Prime Number Theory, Cambridge
Tracts No. 41, Cambridge University Press, 1952.
Voor grondige studie, vooral wat betreft de historische ontwikkeling, 1s
het klassieke standaardwerk van Landau: Handbuch der Lehre von der Ver-
teilung der Primzahlen (twee delen 1909) van onvergankeliljke waarde,
hoewel hierin uiteraard slechts de resultaten van voor 1909 te vinden
zijn,

§2. Analytische behandeling van problemen der priemgetallen.
Invoering van de Zeta-functie.

Hoe kan men de onregelmatige rij der priemgetallen aan een regelmatig on-
derzoek onderwerpen? Een verband tussen de rij der priemgetallen en een



e

regelmatig verlopende functie is reeds ontdekt door Euler (1737), maar
eerst volledig uitgebuilt door Riemann 1in 1859 in zijn fundamentele ver-
handeling "Ueber die Anzahl der Primzahlen unter eilner gegebenen Grsse”
(Monatsber.d.Preuss.Akad.d.Wissensch. 1859, 1860, 671-680.) Ges.Werke
(1% Aufl. 1876, 136-1kk, 2% aufl. 1892, 145-155).

Dit verband wordt gegeven door:

Stelling T
es T _ o
s(s)=" L= i(1- D)7 K (s) >, (2)
S h=1 n” P pS

waar het product wordt ultgestrekt over de rij der priemgetallen.
Bewljs:

13- I 1 1
(1- —=)" " = 11 (14 — + T B
<N Z2s
Pl 8 P p° p
<A
LS L
n= n N,} 2
waarin N,,N,.... getallen zijn> N: Stel s=0 +it (> 1).
Voor 6{(3);>1 is _1§ + _1§ e 34_ 1 —  + | =+ .. &
N, N, T (N+1) (N+2)
1-0
ax N . . ~
<_h : i > 0 voor N—o , ¢ >1.
Dus —_— N
1\ -1 — -
Nlim plé.{N (1- —§) = lim 7 "13' =§(S). (v>1)
@ P n=1n w.t.b.w,
Opmerking: In het bovenstaande bewijs ligt opgesloten, dat de reeks
00
/‘
2. 5 (3)
=1 n°

abscluut en gelijkmatig convergeert in het gebied(?;;Col>1.
De door (3) rechts van de verticaal U =1 gedefinieerde functie stelt dus
een 1In dat halfvlak analytische functie van de complexe veranderlijke s

voor., Dit is de beroemde Zeta-functie 57(5) van Riemann, waarmede wij ons
- ultvoerig moeten bezighouden.

—

Het product al(ﬂ— ;%J staat bekend als het product van Euler. Voorlopig

3

! P
+s deze functie alleen bepaald in een halfvlak. Het is voor de theorie
van de priemgetallen van het grootste belang deze functie analytisch voort
te zetten, zo mogelijk in het gehele complexe vlak,

Uit (2) kan onmiddellijk voor (> 1 een verband tussen het aantal priem-
getallen < x=/(x) en de § -functie worden afgeleid.

108 § ()= -2 1og(1- 1= - 2 [i(n)-7 (n-1) 1og(1- Tg) =
el P n=2 J n®
- i Sl | 1
= ;I-;J&) 'E__—:-é \Bit(n)— K(n—-’l))}log(’l« —n‘-g-) =
S q, I 1
= -1lim )iéﬁm{a(n)log(ﬂ— ‘g)‘;EwA T (n)log(1- )=

n+1

N-=>wm | n=2 n n="1 ( )§



. ’ | A
= -lim >’_‘-N‘__~ T(n)] 1og(1- L)~ Tog(1- — ) +T (¥)log(1- —— >}=
N-s®!| n= l n” (n+1)’ 3 (N+1)
n+1
e 1im ) S T (n) 29X _ 7 (W) Llog(1- —1 S)}._.
N-s00| n=2 n x(x7-1) (N+1)
o¢)
=5 _JEéEl_ dx (wegens T (N)<& N).
b x(x7-1)
Indien het nu mogelijk zou zijn, om ult de integraalvergelijking
@
g
logé;(s)=s / ——l%i§l-dx. (T>1)
s x(x7-1)

de onbekende functie T (x) op te lossen, door deze uit te drukken in de
bekende functie Q (s), zou er veel, ja bijna alles gewonnen zijn.

Dit zal inderdaad mogelijk zijn, nadat wij ons uitvoerig georiénteerd
hebben ten aanzien van het gecompliceerde gedrag van 25(8) in het comple-
xe vlak. WiJ kunnen echter reeds nu de voor het vervolg uiterst belang-
rijke stelling signaleren:

Stelling II. De functie ég(s) bezit geen enkel nulpunt met CT}ﬂf

Dit is een onmiddellijk gevolg van (2), daar alle factoren ;—izr £ 0 zihn.
S

Of % (s) nulpunten bezit, is zonder meer niet uit te maken met behulp

van (2). Het zal spoedig blijken, dat dit inderdaad het geval is (uit de

aard der zaak met (<& 1). Het zal dan verder blijken, dat het gecompli-

ceerde gedrag der priemgetal-problemen ten nauwste samenhangt met de ge-

compliceerde verdeling van de complexe nulpunten van 23(3).

¢
© 3., Analytische voortzetting van ¢ (s). Functionaalvergelijking voor
5 :

< (s). >

Het hoofdonderwerp van deze parvagraaf 1s het bewijs, dat é)(s) een func-
tie van s 1is, die analytisch is in het gehele s-vlak, met uitzondering
van het punt s=1, waar é)(s) een enkelvoudige pool bezit met residu 1.
Verder zal blijken dat Zi(s) voldoet aan de functionaalvergelijking:

E(s)=2® T ein 2L T (1-8) ¢ (1-8)

Van deze stellingen zijn tal van bewijzen gegeven (Titchmarsh vermeldt
er een zevental). Wij willen hier volstaan met een der oorspronkeli jke
eenvoudige bewijzen van Riemann.
SiZiJigyﬂ is /90 x5 dx= /;‘]D)ts“/le“X i?l e ™ ax =
X —
/o /0 o=

Nu beschouwen wij de integraal
5=

z
C e -1

I(s)=

dz,



C4w4:t;\\\ -4
. :'47{?, \
(”/ P »\Q waarin C een contour is, welke begint
- “iﬁj) \\F; in 4+, in + richting om O loopt,de pun-
/‘ S~ ten + 271, + 471 etc, builtensluilt en
N - weer terugkeert naar +m.
. o) //7/ Za—ﬂze(s—ﬂ)log :
//‘ e 4
/ T // log z reel voor z re&el>O0.
//rk o '\\;/f : Neem cerst voor C de volgende eenvou-
o dige contour
,__; . g(;zit
/Lﬂ — —
»\I»/ >
i - G- . o 7 - Tl
Op de cirkel isi 25 1I=e(J 1)log ¢ -t arg z <8 1.2 qm;

z Lz 3252 SO L 1 1 l 1
voor |z] ¢ 1 is [e :j[>]z) - =7 - —37—-...)>32\\1~§(4+ 3t 32 b= gzl
Hieruit volgt —» 0 voor (>0 als 7>1.

cirkel
dus:
] @ 2}'{' C‘_’\ .
, 5-1 1y® 2 K1 <
I(s)= -/ E—ax + / (Xex ) ax=(e" " *2-1) 1 (s) {(s)=
4 e’ -1 /O e’ - 1
o Mie 18
= 0  (s).
| (1-8)
Dus voor U > 1 is .
; - Tedis L s-1
£ (s)= & | (4-3) /zz dz. ()
J 2T 7, &%

De integraal I(s) convergeert gelijkmatig naar s in ieder eindig s-gebied.
Z1ij stelt dus een gehele functie van s voor.

De uitkomst (4) levert dus de analytische voortzetting van 3 (s)
over het gehele s-vlak, .
De enig mogelijke singulariteiten zijn de polen van } (1-8), dus s=1,2,3..
Wij weten reeds, dat { (s) analytisch is voor s=2,3,... . (Inderdaad is
I(s)=0 in deze punten volgens de stelling van Cauchy.)

De enig mogelijke singulariteit is dus een enkelvoudige pool in s=1.

I(’l)=/ dz_ o
z
Yo e =1 in ,
- S [ sS-
lim (s-1) % (8)= lim - £ (;“f?‘ (1-s) /ZZ dz =
8 -1 s -1 ol © e -1
-insg ™ A 8-1
= lim - zgé(g*s)] 2 dz= 1.
s =1 cd c e’ -1
Het residu voor s=1 is dus 1.
2 L
z z z z_ -
Wegens —— = 1- 5 By 3T = By T tee-- (B,sB, ziJjn de getallen vanr

e - Bernoulli )

is
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| (-1)"8,
G (0)= -3, & (-2m)=0, ¢ (1-2m)= —pr—=  (m=1,2,...).

Afleiding van de functionaal-vergelljking.

Neem

Grote cirkel C_ met straal (2n+1)7T.

De integrand heeft enkelvoudige polen
in de punten z=+2Ti,+4Ti,...+2nTd.

De residuen in 2m Wi en -2m 1Tl bedragen

{ samengenomen:
T 371

AR R
(2mTe 2)5"1+(2m)7.e )S—q =

5-1,17(

=(2mT) s=1)5 cos-%% (s-1)=

/ g-1 +ills ., sT
\\\\\\\¢$’“’/,//// = -2(2m) e sin =5— .

' . iTs s =9 51
/ -I(s)= -brmie™ Usin —=  _ (emr) .
J m="1

Cn o

Neem nu n> o en v« 0,
S - IRl
Op C_ 1s —— begrensd; |z° 1}:S(gnm) u} gty
e” -1

—» 0 voor n—m , dus//~a 0.
C

n
- Tis
I(S)= 24 ie

[ (1-5s)

; - ™ ‘ T —\8=1 «
§ (s)= b7 1ie sin —gi . (271) § (1-s),

of

¢ (5)=2°7°%1 sin Z21 (1-8)  (1-8).
Deze ultkomst geldt voorlopig voor T< 0.
Omdat echter linker- en rechterlid analytische functies van s zijn in
het gehele complexe s-vlak met uitzondering van het punt s=1 geldt de
functionale relatie

$(s)=2° % Tsin L2 1 (4-8) £ (1-8) (5)

woor alle waarden van s.

Opmerkingen: Wij zagen reeds, dat § (-2m)=0. De functie S (s) bezit dus
in de eerste plaats de nulpunten s= -2m (m=1,2,...). Dit zijn de zgn.
triviale nulpunten.
Wij zullen later aantonen, dat de zeta-functie ook nog complexe nulpunten
heeft. Deze zijn echter niet zo eenvoudig te localiseren. Voorlopig
merken wij op, dat uit (5) volgt voor T¢ 0O, s# -2m

C (s)#0
omdat alle factoren van het rechterlid van (5) dan #0 zijn. Alle verdere

: eventuele nulpunten van «;(s) blijven dus beperkt tot de zogenaamde
 'kritieke strook" 0 <T¢1. Wij zullen spoedig zien, dat er inderdaad



~Aa

k“((' 'k«-.
; tdrolon ! oneindlig vele nulpunten binnen deze strook
v/// ‘ . | z1i)n gelegen cn vele overwegingen voeren tot
) i | het berocemde nog steeds niet bewezen vermoeden
L < o van Riemann, dat al deze nulpunten gelegen zijn
_///T“ |! op de halveringslijn G =5,
| | Met behulp van de bekende "verdubbelingsformule"
T | voor de [ -functie
| - 1
: 2z-1 — \ -
; | Pl 1@ (z) | (z+5)=727 (28)

-8 — =8\ 7 -
—_ 2 ! ('—2’8‘) | (1" %) I—-S E;‘"("-S)
Loray_nS g-1 i _ ¢ 2]
° V@ (1-3) a 3
(‘g = v (7)
welke convergeert in de symmetrische gedaante:
s 1-8
- T T - d-sy
TSRS (s)=T T2 L (1-8), of g(s)=g(1-s),
met ' s
2 —
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II

%>4. De stelling van Hadamard en de la Vallée-Poussin.

Wij zagen reeds dat 9;(3) geen nulpunten bezit voor ¢ 1. Wij zullen
zien, dat alle verdere successen berusten op het uitbreiden naar links
van het gebied, dat vrij van nulpunten 1s. Het eerste belangrijké resul-
taat is de volgende stelling van Hadamard en de la Vallée-Poussin (1896).
Stelling IIT. % (s) bezit geen nulpunten op de rechte G =1.

Bewijs: Het bewijs berust essentieel op de elementaire ongelikheild

344 cos 6 +cos 28 =2(1+2 cos @ +coszﬁ)=2(1+cosﬁ)2;.0.

Voor [ > 1 is

, w . _m. ¢
N TN 1 T n
log ( (3)= > = >
K \2% =7 mp™  hIZ n°
waarin
¢ =21 voor n=m®% macht van een priemgetal |
nom © 1>c > 0.
Cn:O in alle andere gevallen. J
¥ n& o c cos(t log n)
ng ; (l..'l'].t)l Z\)\ \}:«_ ———r & 2____# T
S \ ;1___2 nJ"}'lt hoD n"
, i c_ .,
log [ £3(r). & (e+16) C(r421t) = > 2§ 344 cos (t log n)+cos(2tkegnpo
i : n=2 n -
of: _ ]
((Fony € (m)) 3 0080 e rapea)] s Do (o
‘L(J 1)< (0 )17 ) | (T+eta)| S == (T21) (1)
Stel: 1+t1(t2 O0) is een nulpunt van & (s).

é (s) analytisch voor s=1+ti en s=1+2it, en S(s) bezit een pool van de
1€ orde met residu 1 in s=1, dus lim (T—ﬂ)c;(3)=4.

Volgens onze veronderstelling gaatgrqy
SV +ta) =K (1+t) | 4\§(G+Eti)i«>/f*1' ,
(6+61)=(A+t1) | T

Nu {—1. Linkerlid nadert tot de eindige limiet:

£ (1451) | [§(1+2ti)t

Rechterlid — ® . Tegenspraak!

over in:

Lo § (o)

1.

i

Wij zullen spoedig het nulpuntvrije gebied nog iets ulitbreiden links van
de rechte ( =1. Daartoe hebben wij enige schattingen met betrekking tot
g(s) en verwante functies nodig.
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% 5. Schattingen en ongeli jkheden.

Wij bewijzen eerst:
Stelling IV, Voor iedere willekeurige positieve constante A geldt in het

gebied A .
1- m‘:‘) é 2
£ yef v
gelijkmatig
{ (s)=0(1og t)
d.w.z. '
\i(s)\éhM. log.t, waarin M een constant getal is.
Bewijs. ~
Voor ()1 is N Ny <2 g
SO T S o (2)
© n=1n n=N+1 n
1 @ n+1 1 JC Y] 1 /1
et g $ P o B gy
N n=N _/n X n=N /O (y+n)
o A o o0
-5 [ (z-y) 1 dy ‘zy P S ax
a=N | ’y+n)sgo b (y+n)® S AN n® (n+1)° x®
B T (3)
on® | nERE RS S
Uit (2) en (3) volgt
. = 1~ -5
: :§L~ 1 /7 X -x+ N N p
<<S)— . s =/ ST % o - e (21 (4)

Linker en rechterlid zijn analytische functies van s voor (> O (s#1). Dus

door analytische voortzetting geldt voor T >0, t> 1!

¢ <N P ax y'- -5
>(8)~ 4/]{ =y =O(t _5-47)+O( T )+O(N ).
n X
N
| - .-
Kies N=[fl , dus ng (tl & t, dan is in het beschouwde gebied{ﬂ—lothQG‘QE
. A
A log n it e » 1
- G -(1- 755)log n _, A T52¢, _ \
|n S\:n =g ¢ log nge tog =1 1e tog tf:n 4eA.
<4 £ N
(le)= 2 0(z)+0(—5)+0(=5—)+0(n"")=

w.t.b.w.

g
=0(log N)+0(%)+0()+0(2)=0(1og £)+0(1)=0(10g t).

Stelling V. In hetzelfde gebied is
é'(s):O(logzt).

Bewijs: Uit (4) volgt:
. S log n GD[x]—X+¥ Nq'slog N N
(s)= -2 -—§—-+j/ﬁ =22 (1-s log x)dx- | - F

N

S+

5 2 n
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C() -
1.6
&1 (s)=0 N/ )+O(t/ log x dx) oN__log Ny
N X
y1-7 - Tt tog Wy, N 1og N 2
( = )+0(N™"log N)=0(log N) +o( )+o(5.-§§T~)+o(—————95——) =0(1log“t).
gelijkhe*en
Vosr 237 >1 volgt uit (1): |
, ; M logﬁ t
_ (7-1)¢( W S J+2lt\’ L M, > 0 5
*trfm % (G-1) S (T-1)% 200 3
Voor 220 2 1- TBé_E'VOlgt uit stelling V
}§f1+it)-g(€+it)§=}—/’ %’(u+it)du)<\Mng—ﬂllogEt (M5 > 0) (6)
Dus voor 23,571!
( §(4+it) g( +1t)t<\M (1—1)1og2t (61)
\g(1+1t | = \5 THIt)+ ¥§(1+1t)— . )+1t}
. ( ,_;
ST +1t) (1+it)=¢ )+it)w —ilijg—-- M (T—ﬂ)logzt,
JS ! é 8 % Mqlogqt 2
vegens (5) en (6').).
iles ¢ =1+k 1og—9t s O<lk<————1“¢
: (MqME)
¢ . kY T -7
i%(1+1t){><(m;-—M2k)log t—MBlog T M3> 0.
a volgt uit (6) voor 2,)7?1— TB%-E
1 g(f+it)1 = 5(1+it)+§<’(T+it)-ff(1+it)}\>>
yl
l( § (1+it \—\é T+it)- < (1+it) 1>1w log™ t- M2 log®t(1-1)
\
AN
e

0 als 1-G¢ MZ log™ ¢,

iermedec is het belangrijke feit bewezen, dat
(s) geen nulpunten bezit in het gebied:
.

:5

b log?t

= is dan < .
Y g —
‘S ‘ My-M, log t(1-9)

.9t

)

Cies b.v. G5 1- =3 log 2t >1- ) Tog
Ve 02 o .

Ty, dus 1 _0(10g t)

2L —0(10g7t).
S

‘ _f ' (u+it 9
log %(s)- %5%ﬁ¢35%-du+1og< (2+it) O(log t).

voor @) 1- 3 1og'9t.
v EMQ

o
“
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56. Bewijs van de stelling der priemgetallen.
[}
Stelling VI. Wanneer w(x) het aantal priemgetallen 4 x voorstelt, dan

1is VOoOor X—>

TR~ o (1)

of

1im -liéﬁl.= 1
X7 log X
Bewijs: Het verband tussen ()(s) en w(x) is in §2 uitgedrukt door de

betrekking

LK

1og§(® =sﬂ; ;ig%%;dx. (> 1) (2)
Stel .
T
o (s) :é XS”(SS{-)—U ax, (3)
dan 1is Log & (s) o 00 T (x) . "

De door (3) gedefinieerde functie to(s) is meer handelbaar dan logé)(s)
in (2), want wegens T (x) £ x convergeert de integraal in (3) gelijkmatig
voor (2> % +5 , zoals volgt door vergelijking met

o0

// dx

m.a.w, D(s) is analytlsoh en begrensd in het gebied 07> 5
Hetzelfde geldt voor ¢ '(s) omdat
e 125
o' (s) ://( T (x)log x. —X dx. (5)
5 Xs+1(xs_1)2

Voor € > 1 volgt uit (4) door differentiatie naar s:

é)g:g 1og§%(s) . &)‘(s) f/gx /L(x;1$g X ax.

X




-

Wij voeren nu in de volgende hulpfuncties:

_ﬁf(S) + logC (s)
¢ (s) 7

) S
-X

/g %(u&;og Y gy = g(x),

dus g(x) = 0 voor x < 2 (wegens 7 (u) = 0 voor u< 2),

+ CJ/(S) = ?C (s).

"X
/é Ei%l du = h(x), dus h(x) = 0 voor x < 2.

g'(x) = /{(X)iOg X in alle continuiteitspunten x £ p. g(x) continu voor
x> 0.
» X X X
g(x) = jE%El log u du :// JLéEl log u dui// log u du = x logx-x +1¢&
0 /7 1

Zx logx (x>1).
X x
h(x) i/C. E%%l du </< log u du< x log Xx.

o e
fie :/// I(Xii$g £ ax =/ g'(x)x %as,
0 x ‘0
n-eruit volgt door partiéle integratie:

(o4

o>
A

?7(3) = s// g(X)X—S—1dx = s/é h'(x)x ®ax = 52/é h(x)x_s'qu

O -
(0> 1)
o 0
ﬁﬁil:E% =/// hgf) x*"ax (0 < o).
(1-8) 0
“(x) is continu en van begrensde variatie in ieder eindig interval, dus
3(X)Xk*2 is absoluut integreerbaar over (0,c0) voor k < 0. Wij beschou-

"en nu de integraal )
k+i00

1 (1-8) _-s

m(x) = RS x ~ds voor k < O.
‘1 k-ico (1-8)

Stel x = e%
gove) fe e
u 1 ~u(x+ti) 5, / vy v(k+ti-1)

m(e”) = §~—// e at ; hie')e dv =

T/ e J =
uk e //—'i— o
_e” ' it(v-u) vki, vy _=V|
= <5 . dt/[ag e e gh(e Je }dv. (6)

Omdat .
h(eV)eV(k—1) _ h(X)Xk_1

is h(ev)ev(k”1) absoluut integreerbaar over (- «w, +@ ) voor k< O,
Tier kan dus het integraaltheorema van Fourier:

A+ +00
1 iu(t-x)
f(x) = ?ﬁr/LcO dg// f(t)e at

-
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(vold.voorw,: £(t) absoluut integreerbaar in (- «,+7%2)) worden toegepast.
Men vindt dan uit (6)

m(x) = m(e%) = e ™™ ™ nle)e™ = eMn(e?) = hgf) ’
of )  k+1 s (
hix 1-5) —S
_ (k < 0)
X 27 _/; ico .
en x c+iv” (s)
h(x) = §——v 7Z—§— x°ds, (e> 1) (7
//c ico S g

waardoor nu inderdaad h(x) door ¥ (s) (dus door § (s)) is uitgedrukt.
De integraal in het rechterlid van (7) convergeert absoluut, omdat

#lo) = - %fi? - 208508) — o)

S

begrensd is voor 6‘2'1 behalve in de omgeving van s = 1, Hier is:

]
/ (s) = =7t log s + ... = §~— +/V(s) (8)
waarin y (s) begrensd id in T2 1, Js=1 = 1, terwijl y/(s) logarith-
wisch oneindig wordt voor s —s1. Uit (7) en (8) volgt:
cetien e .ctieo
h(x) = E“— ~—~———§ds + §%rf// ~£L§l x%ds (c>1).
c=ico (s=1)s ‘ c-ieo s

De eerste tem kan worden bepaald door contourintegratie, en is gelijk aan
de som van de residuen en de polén links van (c-icc, c+ie®), nl. de polen
s =0 en s =1, De som van de residuen is

x - logx - 1.
In de 2de integraal 1ntegreren wij over de ingetande rechthoek (cirkel

. T - — - -

; A ’ met straal & om 1). Voor T —»0o® £ = 0
vindt men:

i h(x)=x-log x=1+ o //’ (1+3%)

! @ (1+1‘t)
h(x) lo // ﬁ 1+1t)3ikgx

-1- =08 X _ _ 4
Py / C X 2—— =] (1+lt)

)
’/) Nu X~ ob.

De laatste 1ntegraal nadert dan tot O,

volgens het theorema van Riemann-Lebes-
gue, dus

bx) _ 4,

55
Hieruit kan nu gemakkelijk de stelling

- - -~ der priemgetallen worden afgeleid,
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v

é 62, Vervolg bewijs van de stelling der priemgetallen.
Hulpstelling:

Als f(x) > O en niet-afnemend is, met

(s
lim 3 (3) du = 1,

X—=co

dan is

lim = 1.
X ~—>¢o

Bewigs

§>o0.
(1-8)x < JX £ at < (1+68)x voor x > XO(J).

Voor iedere p051tleve waarde van € is dus

x(1+€) x(1+€)
£(u) g, - ) gy - )}{fﬂ—)« du <« (1+8) (1+&)x - (1-8)
X v 1 4 1 ¢
= (2 §+€+Je)x. (17
Daar f(x) niet afnemend is, is
x(1¥E) x(1+&) (1+€)
j ) g > f(x>f Qu £ )}5:( e = Tt (@)
Uit (1) en (3) volgt:
£(x) < x(1+6) (14 S+ 2.
Neem b.v. &= V3
H‘mi%-)- 4 1. (3)
Analoog:
x x(1-¢)

—lgdu .[—i——-du - f iﬁ%l au > (1=-8x - (1+8)(1-86)x =

x(1-£)% 1

=(6£-25+e)x (¢
" tw fow [ w e

2 — f = f LT
:{m_a wge0 [ B am [ iy = 0.

Uit (4) en (5) volgt: g
£(x) > x(1-€) (1+ § - %),
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Vs

dus voor &

lim == 21, (6)
Uit (3) en (6) volgt:
1im T 1, w.t.b.w, (7)

X > X

Slot van het bewijs van de stelling der priemgetallen,

X
I h(x) = gﬂ Ei%l du (pag. 9).

Wegens
lim h(x) = 1 (pag. 10 onderaan)
X e X =
is X ()
. 1 glu
AL X éh T v
dus wegens de hulpstelling:
o 8(X)
Xlig X 1. (8)

X

II g(x) = f‘ :ZXBQ%QELE du (pag. 9 bovenaan).
0

Wegens (8) is

X
1lim l..f mr(u)log,u du = 1,
X—=e X ol W

dus wegens de hulpstelling

] 7(x)log X _
X%§£> X - 1L

vaarmede de stelling der priemgetallen in haar eenvoudigste formulering
is bewezen.

% 7. Bewijs van de aanwezigheid van oneindig vele niet-triviale nulpun-

ten van € (s) binnen de kritieke strook.

Het bewijs van de exictentie van deze nulpunten (Hadamard, de la Vallde-
Poussin) is gebaseeri op een aantal eigensschappen van de gehele functies,
Stelling VII. f(z) aralytisch in het cirkelgebied )z—zo\ézR; f(zo) £ 0.
Als f(z) ten minste : nulpunten bezit in \z~zo\é r £ R, dan is

R\n Z M
Hierin is M = max }2{z)| op Iz—zo\ = R,
Bewijs: Zonder beperxzing nemen wij Z, = O (anders z = zo+z').
Stel dat f(z) in|z| «r de nulpunten 841380, 00,8, bezit (meervoudige nul-
punten naar hun vec.voudigheid gerekend). De functie

o R?- az _
p(z) = £(z) . ETE:5;7 (am = toeg.compl, van am)
_ﬁ.-‘,'!:-iw‘mn'h 7'».«1 \Z\ .{: R. VOOI’ lZi - H iS
Rz- émz
Rz=aJ | " 1, iue\sp(z)\ = | £(z)] & ¥ voor |z/= R, dus \(P(O)}é_M

en
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12y
lzo] = fptof T g anp®

w.t.b.w,

=y Lo

co .
Stelling VIII. f(z) = Y . cn(z-—zo)n analytisch in \z-z | &R
0

Re f(z) £ U in \z~zO§4.R.

Dan is:
o 2(U~Re co)
1=o \Cn\éw 9 (n:1925«39000)

Rn
22, in\z-z lar <R is |f(z) - £z ))& 25 &U - Re £(z,) }

R-r
32 \f(m(z) ¢ —=2R U - Re f(z )% (m=1,2 )
= m! &~ (R‘.r)m_}-a] 0 -— 9 9 00 o °
Bewijs: Zonder beperking Z, = 0. Stel
oo o
(P (z) =U - f(3) = U - cy - ZZ: cnzrl = :Z. bnzn (1z\ < R).
C = cirkel |z|= r < R, ! 0
+7
1 (p(z)dz 1 j . -ni@
b = : 5 = (P+iQ)e ad (n>0)
n 27 1 o Zn+1 ol Lo
waarin 0
(#(rel ) = P(r,®) + iQ(r, 8 ).
Lvenzo levert de analytische functies (z)zn“1

) +Tr
1 f n—1 3 rn S . nib ~
O prend m C(F(Z)Z dZ = ?'—‘7{_' <P+1Q)e dG (n':‘ l)
-
dus ook
+TT

n .
e § (P-10)e™% 28 - 0.
-
Uit (14) en (15) volgt:

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

+ 5
n 1 -ni
b T :%—r——_ﬁ Pe ab (nx> ).
Voor |z) 2R (dus op C) is P = U - Rf(z)> 0O (volgens (10)) dus voor n> 1
+ 7
n 1 { _
\bnrr < ?F‘_n- Pd@._ZRe'q)(wegens (14)).
Dus voor r— R:
| b | RY £ 2Rey = 23, (n>=1)
= 2(u~Be CO)

waarmede (11) bewezen is. Uit (16) volgt:

e < 25
ot ol -\ o |2 I o - e
waarmede (12) bewezen is en voor m > 1:

- 2p d.m 2AR 24 R.m!
liPm(Z>{é:§;;; n(n-1)...(n-m+1) -_§Eu__ _ (E?)m R—g _ (R&;>m+19

waarmede (13) bewezen is.
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§7~ (Deze paragraaf komt in de plaats van § 7 uit de 42 syllabus p.14).
Stelling VIIZ (Stelling van Jensen).
f(z) analytisch in het cirkelgebied |z|g R. £(0) £ 0.

f(z) bezit binnen deze cirkel de nulpunten a,,a8,,...,8  (geen nul-
b punten op de cirkelomtrek).
Dan is:

7
log 'f(o)f + %i%log TEET = ?;T-g; 1og‘ f(ReiV)‘dy9.

Bewijs: Beschouw g(igggiiéldz over de gesloten contour met lusinsnoerin-
| gen om de nulpunten, Binnen en op de
61/ rand van het omsloten gebied is 10 Zf(z
analytisch, behalve een pool van de 18

orde in de oorsprg%g. Dus:

2771 log £(0) = / 1log f(Rei?)idﬁo+

v "

k=1 1lus

| k

%eschouw de ¥3& 1us f(z) = (z- @K)yp(z 90(z) # 0 in omgeving van 8y .
| 4 log f(z) = logja(z) + 1og(Z~ak)-
arg(z-ak)II = arg(z—ak)I - 271,

7 Duss
Q /
J/ log f(z)dZ + log f(z)dz _
Z z
P11 1
2
_ log f(z)dz-J/ log £(2)4, _ _ o774 dz _ _omi log Fg"’
P z P z P Z II
; 1T I II
De integraal over de cirkelomtrek is O(cS log(S)«—«vO voor J«»O. Bijdrage
' O(
¥38 1us = - 27714 log ——— (C>< op omtrek mrkel) Dus uit (1) volgts

log £(0) / log f(Rel?)dSo 2: log-—-—-—-

 §et reéle gedeelte van deze gelijkheid levert de stelling van Jensen,



- 17 -

Ggevolg:

l2(0)| %

£ M (= max van |f(z)' op cirkelomtrek),

1ag

Als de nulpunkten gelegen zijn binnen een cirkel met straal r £ R dan is:

}f(o)lsg M(Ep™  (zie stelling VII),

Hulpstelling (Schwarz):
f(z) analytisch op en binnen de eenheidscirkel, Verder is in dit
gebied ‘f(z)ig 1, Verder is f(0) =

Pan is nauwkeuriger:
I£(2) < 1z21.

Bewigs: iL?—— is ook analytisch, Dus ; f(z)l bereikt zijn max op de cir-
kelomtrek, ’i(—zl,é max lf (z) [ op cirkelomtrek.
‘f(z)‘ lzl.

Stelling VIIIQ (Borel-Hadamard-Carathéodory).

2
f(z) = Z: ’cn(z--z.'o)n analytisch in }z-—zol < R,
0
ﬂif(z) € U in |z-—zof‘<\ R. (10)
Dan is: ( ZZ |
2(U=- {Jic
19- ‘Cn‘ém——é}-{—‘—g— (1’1219293,..-), (11)
28 in |z~-2z |$r< R is lf(z)—f(zo)‘ é R'%:{U_Wco} , (12)
(m)
0 £ (z) 2R _
e |2 B (oo - 125,00, (13)
t(z)-£(z,)
, Bewijs: Beschouw F(z) = LT EAEN )+72(U-2§’c N (dus F(z ) 0) (14)
v \
Wegens J{ £(z) ¢ U liggen de beeldpun-
[ L SR U . 2(Um =
t(z )=, (2)+2( ai(co) ten f(z) links van de rechte u = U,
dus
lF(z)'él voor |z-zol< R.
5 = u Volgens de stelling van Schwarz is
v voor lz-—zol{ r < R,
F(z) |, 1
Z-2 < R
|7(2)] < E. (15)
Uit (14) en (15) volgt: |£(2)-f(z )| £ %-\f(Z)-f(ZO){ + F(=-Ro,)

ofs lf(r)—f(zo){é R'-?-"i'(U"?Zco) (12)
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z 1s willekeurig punt binnen cirkel met
straal r om z_ . Beschrijf cirkel 01 om 2z,

die cirkel me% straal R om Z inwendig
raakt,
(m) f(uw)-f(z_)
f 1
m!(Z) = 7FT 2. (u_z)m+$ du m=1,23.,
u = z-&{R—lﬂ}ei? .
(m) .
£ 1 1 . -
m!(Z) - {R-lﬂ}m %(g'{f(u)'f(zo)} o™ d?) (16)
0 = mor C/{f(u)—-f(zo)} (=2)"" aa =
1 (17)
= R-—lzl}mgi{f(u)-f(zo)} e HLY ay.
Uit (16) en (17) volgt:
(m)
£ m(!z) = 2;, {R [{f (w)-£(z } {f w)~f(z )}1 mlﬁ’dso_
= {R J/df{f(u)-f(z )} e ay
(m)
f (Z) U- 3 { 2? Q}
m! 2n{R-izl}m cf{ Ted 89 - {R-tal }™

Deze uitkomst is nauwkeuriger dan de te bewijzen uitkomst (13) wegens
R =| z| >R -,

Dus:

f(m)(z)'

m!

2{u- Koo} , 2r{U- ?fca} Lo (1
< (o) < T (zie (13).
Voor z = O v1nden wije

le,l < m<°>i<2{U"%Co} (11).

§8. Eigenschappen en definities in verband met de theorie der gehele
functies.
Wanneer er bij een gehele functie f(z) een getal A>» O bestaat, zodat

A
f(z) = 0(e¥ ) wvoor lz| = r—en,
dan heet de functie f(z) van eindige orde (Hadamard). Men noemt
inf A =P _pe
de orde van f(z), d.w.z, voor iedere £ 0 is f(z) = O(e ) of
P+E

z)t( K ¥ (K i.h.a. afhankelijk vané&).
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il

Als K onafhankelijk van & is, dan is f(z)
Voorbeelden:

/O( e?) = /O(cos\f' = %, /0(ze ) :—./0 (e? log 2y 2 1,
Onder n(r) verstaan w13 het aantal nulpunten a, van f(z), waarvoor

laklé T,

o(er").

/ n(x), f”' }aQ‘ fN’ /R
——— = + s.. * +
0 x * 0 * 124l }aN_,,l }am

(als 0¢| aﬂg la2{ . é_laNl { R, de moduli van de nulpunten < R voorstel-
len). Dus:

ta,l ta3[ layl R
n(:}i)dX=1/ %gc-+2/ %+.”(N—1)/. -@%+N/%=

0 124l 2 |8yl laN?
= - logla, - logla,l - loglaBI ... - logla ay_ 1 loglayHN log R=
N
R R
:Zi\L. lo = log .
— S EX {8y 85... 8y
Vergelijking met de uitkomst van de stelling van Jensen (St, VII@) geeft:
27
n{x 1 i@
A __.(._}.c.l.dx = W—_O/ 1og{f(Re )I ap - 1og{f(o)* . (18)

Stelling IX. Als f(z) is van de orde/O , dan is n(x) = o(zx/*%),
Bewijs:

log!f(reie)\( Krfﬂ: (K slechts afhankelijk vané& ).
Wegens (18) is:

f —-—ldX< X /)”LS.,
n(r) nlet-afnemend-—)f de; n(r) / ax . n(r) log 2 dus
2

n(r) £ Téjg—?'-o/‘ E—(}-g—c—z-dx <X of*E w.t.b.w,

Ruw gezegd: hoe hoger de orde, hoe meer nulpunten mogelijk.

Stelling X. Voor o >/O is f: |2l =% convergent.
1

n=

Bewijs: voor X >/5>P is n(r) & Arx?
of n <& Alanm .
% - o
|ar3"°<< A* 0 P aus Ztan\"u convergeert.,
Definitie Men noemt /O1 = inf X (voor alle positieve getallen™ waarvoor

Z\anrtx convergeert) de convergentie-—exponent van de nulpunten,
- Uit het bovenbewezene volgt:

. P < p

Soms geldt het &£ teken, b,v, f(z) = ez,/O: 1s geen nulpunten dus/01= 0.
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Stellen wij:
E(u,0)

1=-u
uP (primaire factoren)
D

2

u
ut 4 +
* o @
(p = 112’000)

E(u,p) = (1-—1).)6
dan is het product:
(V)

7QrE(§L,p)

convergent voor alle waarden van z als p+1:>/01, want dan is

2;:‘5— p+1

n
convergent., Dit geldt a fortiori, als p+1>.f>, Het kleinste gehele ge-~

tal p, waarvoor Z:‘ ip+1 convergeart heet het geslacht van f(z).

Als f31 niet geheel 1s dan is p {/3;L

— -1 . N
als /O1 geheel is, dan is P /31 als Z]an‘ f divergent 1s.,
p = f)1—1’; " convergent ",

Onder alle omstandigheden is: p é‘/o 1 4/0 .
Stelling XI, Het factorisatietheorema van Weierstrass-Hadamard,

il

il

f(z) is een gehele functie van eindige orde/O met nulpunten
8.1,32,...§ f(o) £ O'

Dan is: [
f(Z) = eQ(Z) 7T E("Z“'yp)s
n=1 n

waarin Q(z) een veelterm is van graad<£ 0O .
Bewijs. (ILandau M,Z. 26(1927) 170-175):
v::@o] dus p <Y

(an—z
Wij zullen bewijzen: Q( +1)(z) = 0.
Stel:
gp(z) = £z) T (- 27
mﬁéR n
Voor | z | = 2R, la I<R is *1-—5—'};1 dus {
n
+€
(o)l | B = o), (19)
Dit geldt dus ook voor |z|«<2R. -
- hp(z) = log gp(z) (met hp(0) = 0); hp(z) analytisch voor|z|L R,

Wegens (19) is?ﬁ{hR(z)}~<.K Rp+£, dus wegens stelling VIIIZ (omdat
hp(z) analytisch is voor lz|gR):

h§v+1)(z)4§ 2R(V+1)' g e

voor lzl= r { R.
(R-1)°7
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Dus voor |z] = g-:

O(Rf’+t—-\>-—‘l )

h}({\)-l"] )(Z)

l

Dus:
(v+1) o (ve1) E 1
Q h \)! =
2 R e !a >R m

= o(rF* "N 4 o( ;S_:_ |a, {=v-1)
R

voor |zl = %, dus ook voor lz\(-g

Wegens V +1 >/0 zal de 12 term - O naderen voor R——-—yw,‘
ook de 2% term —>0, omdat ZT—%\_’TT convergeert.
a

De linkerkant is onafhankelijk van R, dus Q(z) is een veelterm van

graad\(ﬁ .
Stelling XII. Voor een kanoniek product geldt: f)1 =f (dus de orde =
= de convergentie-exponent).

§Bewijs- Wij weten reeds, dat voor iedere func’cie . Dus wij moe-
ten nog bewijzen, dat voor een kanoniek product P z) geld‘t{(/% .

1og\P(z)‘= Z:- log|E( ,p)l 1og‘E(—-,p)‘
r £ kr > kr
n Tn

‘waarin r_ = ‘an}, r =|z|, k is een re&le constante > 1,

i‘VOOT Zz geldt (wegens 51:—< % <1):
n
1°g|E(-a—-,p>I< {108 E(-—,p)*<-—7(§—)p” b E)PTE L 2

= O{I‘p+1 W}' dusz {p+1 Z. "'—'l.ﬂ'}.
n

?Dus als p ~/0 -1, dan is Z = 0( p+1) = O(r)0 ). In alle andere gevallen
is f?1 + € <p+1, als & kleln genoeg is.

+£-—p-1 - -£
rP* Z:.. r—p" = P! Z— I'/>1 r P <

Th> kr r,> kr o n
+5—p-—1 -Pe-& +g
< rp+1(kr) P Z:rn A = O(rﬁ ).

VoorZ1 geldt: {ul = dus:

P
log‘,E(u,p)‘é Log( T+ luly S + ‘l“'l?’“ T T '%L(Klu*p
(K is slechts afhankelijk van k), a b s o ¢
+€-p =f -
&, <o(P 2 r;lp>=o(r 5:: T T -
r 4 kr (kr

-O{rp(kr)P1+£~PZ: Zah } O(rP1+€).
fqitE

) voor iedere £ > O, Hiermede is het gevraagde
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Stelling XIII. Als /O # geheel getal, dan is Py =F.

gBewijs: Onder alle omstandigheden is /?1g/0 (St. X). Veronderstel dat
2/p1<</0 . Dan is P(z) van de orde_/91(St. XII) dus van een orde«ijO .
‘Als Q(z) een veelterm is van de graad q, dan is e Q(2) van de orde ¢ en
jg<</0 (St. XI) en in dit geval is g < O , omdat g geheel is, en Oniet,
f(z) = Q(Z)P(z) waarin de orde van e 2\Z en ook die van P(z)<:/0 is.
leerult'volgtu f(z) is van een orde <:/3 (Contradictie) dus /01 sz'
Gevolg: Wanneer de orde van een gehele functie niet geheel is, dan moet
;ﬁle functie oneindig veel nulpunten bezitten, want dan is orde P(z) »
1j>orde e Q(ny> 0 (want orde e Qlz) _ a (geheel)), & J31Ji_97 a.w.z.
‘er zijn oneindig veel nulpunten. Als de orde geheel is, dan kan P(z, een
veelterm of een constante voorstellen en de orde wordt bepaald door
ecQ(Z)‘ In elk geval, omdat P(z) van de ordejp ; is en e QY2/) van de orde
q, geldt

}9 = max(q, /01

ng zullen nu deze algemene stellingen over gehele functies toepassen op
%,et bijzondere geval van de § -functie van Riemann. De g ~functie is ech-
ger niet geheel (pool van de 1€ orde voor s = 1), De vroeger daaruit

afgelelde functie 5
€ (o) = 2esl) r T8 ()

{is wel geheel, en deze voldoet aan de functionale relatie

gm—o) € (s).

gStelling LIV, De gehele functies

S
| JORE O N A O INE) (21)
en
| =(2) =E($ + 12) (22)

zijn van de orde 1.
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Volgens (4) (pag. 8) geldt voor >0, t> 1 met N = 1

AT
Dus voor T >4, Is=11>4: -
g(s> = ouoa > + 0(1) = 0ls] . .

u?
Dus voor T 2% [si>1 volgt uit (21)
; 1+£
| (S) - O( AIS’lOé'S‘) - O(e )'
Wegens é(s) (1-s) geldt deze uitkomst ook voor O £ 4, dus algemeen,

Dus Orde van € (s) € 1.

ifZDz—:Lt de orde precies = 1 volgt uit het feit, dat voor reé€le waarden van
8 voor § — ®@

: log § (s)~o27%, logg(s)rw-g- log s,
‘Wegens (22) is dus ook:

= (2) = o(et T8zl (15150
en = (z) is van de orde 1. Wegens

€ (1-2) = § (e)

= (2) = = (-2)

Qﬁus_:'(z) is een even gehele functie en = (\/z) is ook een gehele func-
{%1e van de orde & B

Wegens het gevolg van St. XIII heeft —(\/ z) E (3 +1V'z) aus
:‘;gneindlg veel nulpunten, waarvan de convergentie-—exponent = 1. Dus ook
@E(s) heeft oneindig vele nulpunten. (s) bevat niet meer de triviale

is

énulpunten -2, -4, -6 van (s). Deze zijn ge€limineerd door de verme-
E‘xugvuldlglng met f”(?- %(s) bevat (evenmin als S(s)) nulpunten voor
O > 1, dus ook niet voor "< 0., Alle nulpunten van (s) (oneindig

1n aantal) dus ook alle niet-triviale nulpunten vang (s) liggen in de

atrook 0 O £ 1. Uit het voorgaande volgt, dat ze complex zijn, en
,onelndlg in aantal. (Er liggen geen nulpunten op de re€le as op
0L 0o« 1, zoals volgt uit
(1—21"S)§(s) =1 - A ee.. >0 voor 0 s <1)
i 28 38
‘Gevolg: Voor = ( V/z) geldt /0'1 —_—f)z % (St. XIII),
dus

p=[p]= 0 (p. 20).

e nulpunten van = (Vz) (b.v. by,by,...) leveren dus de convergente

p+1 1
ceks Z T "L._TE-T 1 dus de reeks van de niet triviale nulpun-
€n a; van nS(s) {ak % + 1\/;} levert de convergente reeks

g
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10& Voordracht 18 Februari 1953.
IX en X

Het factorisatietheorema van Hadamard-Weierstrass voor de t functie.
> .
Stelling XV.

b oS

%(s) = / 2(1 -/% (bo constant) (23)
en

g(s) = ebs TT(1 S)jo (b = b +% logm, (24)

= -~ A = 2 b
| 2(s=1)T (3 +1) A °
P

waarin de producten zich uiltstrekken over alle comglexe nulpunten vané(s).
Bewijs: Daar de orde van g(s) (en ook van é s)) = is

5(s) = NS TT (1 -

waarin Q(s) een veelterm is van de graad 1. Dus
Q(s) = atb s met e? = g(o) = -g(o) = %,
waarmede (23) bewezen is, (24) volgt uit (23) met behulp van de functio-

naal-relatie (21) (voorgaande syllabus, p. 22).
Gevolg: (24) kan onmiddellijk worden herleid tot

o) Lyl AT e 1
SSTST TG Z(S‘P+/@) 122
dus voor s —0

De functionaal-relatie

S(T—s) = 21=8 97 =% (o5 §—5—T—f(s)§(s)

levert
_ R (e-s) ~log 27 - - tg & Lle) S—T——Y'(S) (2
SH—SS o D 7(8) 5(s)" 7)
In de omgeving van s=1 geldt
-727——- tg %T— = -727_— cotg %—T—(L-s) = - 'é—:l'-’l' + 0(le=11)
T;‘ﬁ(:) _ 7;%" L . O(ls=1]) = =C + 0(Is=11) (C = cons+t.v.Eul~

gz)-_—-—é—jﬂ—+0+o(ls—ﬂ).
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Neem in (34) (voorlopig) 1 <O £ 2; [t]|>ay, dan volgt uit de definitie
(33)
Zf(3g(<r>+4g(cf+ti)+g<<r+2ti) <g2r + Ay log(13]+2), (35)

Anderzijds geldt voor s =0, s =0 +ti, s =0 +2t1i:

. ) o -
£(s) =) e+ 2) =) (L=, 4 Ly> 9
Zf S z};ﬁ o—ﬁ /O %.; }s_-ﬁlz N l//o\g) ls_/)olz >0,

waarin/[)=/3+dVi, terwijl//?o =/90 +0P51 een willekeurig gekozen nulpunt
is., Dus

IR (32(@) 420+ 81) +2(0+283)) > 4(?2'-/50) 5. (36)
()P (5= 41)
Uit (36), (34) en (35) volgt:

4(9=4q) <=3+ A, log(lt]+2). 1<T<2 |tba,  (37)
(U“ﬂo)2+(t”/o)2 &= 4 log(lt]+ &2 1the

?De beperking "< 2 kan nu worden opgegeven, onder eventuele vergroting

| ven A,, omdat het linkerlid < 4 _ <4 voor T >2, Kies in (37)

SR
t = 0"
§Onder weglating van de index O gaat (37) over in

| Ufﬂ ~ =2 <4, logl l/hz), (T>1) (38)
;waarin/C’:/3+0pi een willekeurig nulpunt met bp}:>a1 betekent. Uit (38)
~volgt ten eerste

ﬁ < 1,
VWant als/6 = 1 zou zijn, dan zou het linkerlid->» &0 voor O—1 + 0. Dus
voor ieder O'» 1 kan geschreven worden & = 1 +>\(1-—/§) met )\}’%Oy waardoor

(38) overgaat in

i Té-ﬁ-%‘;; - 3) < 4y tog(lp12). A>0)

Voor A>3 is het linkerlid > O, i.h.b. A= 4 geeft
1

— < 20 A, log(lpl+2)
TP 2 8

of
< 1 - ! £1 - 2
ﬁ 20 K, Togl a/:+2) Iog(er??
met

a = Min(ﬁﬁlﬁg’ a, log 2),

w.t.b.w,
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‘Stelling XVII. Wanneer a het getal is uit stelling XVI (begrenzing van

het nulpuntvrije gebied a>1 - o l%l+27) dan geldt voor ieder positief
i b
getal b < a voor t > 2 3 in het gebied O >1 - Toa(TET+2T

’%'(sg
C (s

; ewijs: Schakel tussen b en a 2 getallen by en b2 in, dus b < 'b1 < b, <a,
%"oor T > 1 geldt

log T (s) =2 1ms°

P, 1P

log t;(s) is analytisch in t=t_3; 120 >1 - Tos(TET5oT Kies 2 concen-—
trische cirkels met middelpunt

fff s, = 2 +(1t1+2)1
en stralen
j b2 b

< c log3 t.

1
R=1+log(ltl+2) en r=1+_~("“_'2710g TEToT

Als t groot genoeg wordt gekozen, liggen beide cirkels in het nulpunt-
'rije gebied O >1 -~ 1og(?t!+2)’ Want

1 °
lt,ﬁ' 1 log(!‘b!+2) \ 't"" 3 + "‘ng gtl+2$
i — 2
. u =1 Tog(itr+2)" )

‘;f;aarln u+iv een willekeurig punt van de grootste cirkel ls-—s | <R voor-
ﬁiﬂtel‘t Voor voldoend grote t (t > ty ) is het rechterlid van (1) zeker
v o1

a

log(1t1+ 3 + —m)

‘Wroeger is bewezen (stelling IV), dat in hetzelfde gebied geldt

|5 () | = 0 { Log( \tt+2)} < ¢, log(ltl+2)

?Z {logt)(s)} = log'@(s)l < log cq + log log(1t1+2)
< ¢, log log( !tl+2)

§(S ) ——Q{Q + (ltl+2)1} is begrensd £ O,

{logt;(s )} = ¢y

17;;@38 nu de ongelijkheid van Borel-—Hadamard Carathéodory toe (stelling
%WIII ). Voor ls-s | <» <R geldt

i r

aus

2 log(lti+2){1og(lt]+2)+b2} {c2 log 1og(\t\+2)+03}
I T ;2 ‘

Lc log3 t.
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Deze ongelijkheid geldt i.h.b. op de horizontale straal van de cirkel,

aan de linkerzijde. Rechts van Sy geldt de ongelijkheid vanzelfsprekend,
wegens 5]

'(S)

ElsT <[_»._/§-__2__(n)_ =k <1og3 t voor t groot genoeg, w.t.b.w,

n=2 n

Wij zijn nu gereed om met de CJ—functie de kritieke strook binnen te

treden. \/
X ./\. x _ -y log x
Stelling XVIII, (n) log I =%+ O(xe )

ngx

(de getallen X 1,O< ,... 2ijn eindige positieve getallen).
Bewijs: Voor T > 1 1s

_ g (s) _ 2 _/\(n)

t; S nS
Voo U: is de absolute waarde van de algemene term van het rechterlid
< /\_ n
- n

, dus de reeks rechts convergeert dan absoluut. Beschouw
2+ coi 2+¢0i

s Ty < _/\_(
/ X (s) / X E ' n)
- _ (57 ds = + ——t ds =
2-cni ? 5is 2<col -s-? n=1 n®
(2] 2+¢cni (_}E)S (2)
n
= + 2 N (n) _/ s— ds
n="1 2-coi s
%S 2
(verwisseling integratie en sommatie geoorloofd wegens > -—-—-2- ter-
+e0 ani s 4+t
sa
wijl / —-——12- convergeert). De bekende integraal ___ge ds (a regel)
“co 4+t 2—-¢ni g
wordt gevonden door contourintegratie,
B Neem een cirkel met straal R om 0 (R—>0),
Enige singulariteit is pool van de o€
e orde in O met residu a. Voor a < 0 is
§ langs de boog ACB
! sa R cos@ a 2a
A s | R R R
De stelling van Cauchy levert:
oSa / sa
——?ds= ——-z—ds —> 0 als R— o,
rechte AB boog AB

Voor a > O nemen wij de boog ADB, Daar langs is
o Sa _.'eR cosy a ¢ eZa

21" 2 2°

S R R

- Stelling van Cauchy geeft:

+ = 27 1ia,
rechte AB boog BDA
dus voor R—>wo

2+
ool .88

.._?. ds = 27ia (a=0).

2~coi



stel in (2)
x _ _a B X
=€ a = log o
Q%wi(zﬁ
-Tn ds = 2771 log X (x < n)
2=~col s n R )
=0 (x> n).

Uit (2) volgt dus 54 eoi ,
2 N(n) 108 - f 5;5%—5’—))- ds.
n<x 2Zcoi ¢ GlS

De laatste integraal wordt nu onder gebruikmaking van de

Cauchy zover mogelijk binnen het kritieke gebied gelegd,

punten te overschrijden,

iad e
I

gtelling van
zonder de nul-

T IIT en III' worden bepaald door
b .
) g =1 - Tog(TETT2T (b uit st, XVII).
! |Vw T Op de rechte stukken II en II' is
s 2
J X "%(E‘g'k}'? Logllwl (st. xvII),
7 2 S g 5 { (,O
0 De weglengte is < 2, dus de bijdrage van
!
I A de contourintegralen over II en II'—0
als (W eno,
Op de stukken III en III' is
I’ 1 B
SR ORI PSS AL . +| <
5= &8 <42 {1s1+2} 208" (1t1+2)
3 b log x
o S toE T T TogUied) «
-tz ey
+z
3 % b log x_ _ log(ltl+2)
o, log” t{itl +2}% x o Tog(1t%2) D )
t2+% 1 1 3004
L b2—£10g2 X log (ll‘t +2)}2-—‘/2b log x
- ooox log3 1 {It] +2}2 log?(t!+2) 2% <
2 R
1
_ ! 3 i 2
Lopx e V' 2b log x log ;c{lt 12} ‘
t+ %
4 co
Dus i
f / - \/ 2b log X /10g3 t{lti""z}z at
+ <2cpx e 7
11T TII" 0 1543

de laatste integraal convergeert, dus

N// + ,// = 0(xe™ " 2b log ),

11T III"
dus 2+cni
1 x° T (s) E A\ z
- ] o ds = (n) log
2Tl 241 &2 Gls) ne x .
——————
= x + O(xe” V2p log X), w.t.b.w.
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Z: x -2, Vlog x
Stelling XIX. log p log =X O(x.e ) (1)
pP<X

Bewijs: Volgens definitie is

Z:J\(n)log~ = Z: log p log —+ Z_—_ log p 10& .,

n<x

In de laatste som m > 1
Z. log p log —_
P X P
m > 1

is iedere term < log x log X = log2 X. Deze som is dus

< 1< leo x] 2
logx E Z;I'o'g_ﬁ log x <

“~
mm< p psxm

- 3 3
< %—g-g—% log2 X W(Xm)g’ %%%—%TT(X%)<}_9%§_\'2/£ =0(Vx 3%3){).

Volgens stelling XVIITI is dus

2:108 p log % = Z::- /\.(n)log = - Z log p log -

P<X ngLx pm< x pm
. m > 1 —
~a, Vi x 3 -a, Vlog x
=x + O(x.e )+ O(\/;.log x) = x + 0(x.e )
w.t.b.w. ' \/
-a log x
Stelling XX. E log p = x + O(x.e 2 ) (2)
PL<X a ,
1 oy
6\ n - 'g—VlOg X
Bewijs: Stel 0= ¢ (x) = e . Volgens st. XIX 1s
) log p log £ = x + o(x. 52). (3)
D<x P

Vervang x door x(1+§ ). Wegens

" -a,V log x(1+ 5)< -2,V log x

-

(1+8)x e 2x e ’
is (1 5) (3‘ 82
E log A1+ C ) _ x(1+0) + 0(x. Q). (4)
pSX(1+3)logp T .

Aftrekking van (3) en (4) levert:

1 N 2
108(1+5)Z:10gp + Z log P 1og-(-f§)-—)-§—-c\x+ o(x. ).
PLX x<pg(1+8)x

De 2e som is > O en



< log 2x log(1+d) Z: 1 < §? x log 2x=0(§2x log x).
x<n<(1+(§)x
Dus — 8
1 - X log Xy _
fo o8P T TegtreT Tt O(Tog('1'+8"7°‘) * O ogrrreT ) -

-.:{1 + O(d\)}x + 0(d x log x)

a

x + 0(d x log x) =

1 ‘ 84 84 Vios =
- log x - Vilog x log x
=x+0(xe—2— logx)=x+0(xe_2_ eT ) =
s
- -—1—1 log x
= x + O(xe ) w.t.b.w,

Stelling der priemgetallen in verscherpte vorm.

=) 1

P< X

Bewijs: Stel Z:_ log p - x
px<x

Stelling XXI.

Voor n geheel = 2 is

X
—a. V1
= _/ oguu + O(xe a3\/ °¢ x).
2 8y
-2V
_e(x) (= olxze F VBT

_Jlog p-1 voor n =17
g(n) - gln-1) = {-1 in alle andere gevallen
Dus (x] [x] () e x]-1 )
1 _ 5 gln)-gln-1 Tﬂ_l I-Ef-—an
ﬁ(x)-%m-é Tog n Z: Z og{n+
(x] ]
1 1 zlx
= {:—2 g(n)<log n - 10g(n+ﬂ> T Togltxi+1)
Dus [x) (= 1 1 1
1 —
177(){) B % Iﬁ’g“'ﬁ\ S‘zﬁixba g(n)‘;z(log n ~ Toglarn) * 108(1"3*”}7
1 el
= I-——-—-2- Max g(n) = O(Xe
08 < 2¢nglx) ! {
dus x] lo
- g X
T =7 golg + Olxs Ve, (5)
Voor x > 2 is
ix] ix] n [X] 1 a
. 1 du u
_ < oo o
1r1=2,'E)-—g——ﬁ n=3n‘£l°gn log?\rzl;;n_ ogu+
bd
1 du
* Tog D é{f_ogu+o(1)
en x] n+1 [x] +1 X
z B Tog & Z 5 Tog x ~ 3 Tog w’
of X

n=
(xl

>

n=2

1 du
m’—'{m + 0(1).

(6)

Uit (5) en (6) volgt: a
gx au - -11-\/ log x
W(X) = _/ m + O(xe ), w.t.b.w,

2
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bd bd X
du d/' u  du X /' du
./ - . v ) =+ 0(1)
& 2 log u 10% v 2 1og2u u log x 2 log u

I———— +gj{ “”‘g”‘ + ,// —du 0(1) =
og X 2 log™ u Vx 1oga u

X 0 (—t 0 X o(1
T s VR ) o

Tz + 0(VE) + 0(—=F%—) + 0(1) = 55 + Olgea=) -

log™ x
T (x) = log = O(ngji) (stelling der priemgetallen).
2en kleinigheidje:
b
. . T _
Ling XXITI. ppcor log r of rii2'5—T5§-5 = 1.
r log p, TT(Pr)
js: lim ————% = lim —Z— =1,
T —co Py - cQ Py
log p..
lim (log r + log log p,. - log pr) =
T o
lo
lim (I—EF——
r—en 08 Pp

r log p., log r
lim 2—1%5—2 = lim L - =1, w.t.b.w,

r— o T r— oo pr log pI‘
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De Stelling “van Hardy, over de nulpunten va.nt;(s) op de kritieke
1ijn.

In 1914 heeft Hardy de belangrijke stelling bewezen, dat er op <
kritieke 1lijn O = 4 oneindig vele nulpunten van & (s) zijn gelegen.
(Hardy C.R. 158 (1914), 1012-1014).

Voordat wij tot dit bewijs overgaan, zullen wlj eerst enige alge-
mene beschouwlngen geven.

Ult de functionale relatie van Riemann

g(i-s)=2""% 7% cos £ [7(s)5 (s).

volgt met: E(s);- Eggi)- 77-:72. F(S-) Q‘(S)
dat E(s):%(%—s), (1)

. waarin E(s) een in het rechterhalfvlak ("2 0 gehele analytische fun¢
. van s 1is.

Uit (1) volgt:

@+ 1t) =§( - 1t).

Hieruit volgt:

g E(%+it)==§(%—1t) 1s reéel voor reéle waarden van t .
Wij hebben reeds vroeger gesteld:
£ +1v) = = (¢).
Dus de functionale relatie komt neer op

= (t)=—=(-t) (2)

zodat E(t} een even functie van t is.
Het bewljs van Hardy kan nu het gemakkelljkst worden gegeven dooT
beschouwing van de functie

0
i}
i
L
.

Z(t) = T?iilﬂe—- (3)

i 11t ;

() B4 R 3(1643) (16-2)77 7 2 [T(ER)G(EY)
&4y 2 + 4




Ult (O) VOlgL.: 4(U) 15 Peeel VOOr reele waarden van t.
Uit (4) volgt: De eventuele nulpunten van t;(s) op U= 3 corresponderen
met de re€le nulpunten van Z(t).

Wij zijn dus klaar, als wij kunnen bewijzen:

Z{(t) heeft oneindig vele reéle nulpunten.

Het idee van het bewijs berust nu op de vergelijking van de beide inte-
2T 27

gralen
/Z(t)dt en jz(t)’dt voor T — &0 (5)

T
Als n,1. Z(t) slechts een eindig aantal reéle nulpunten bezit, dan
1s Z(t) voor t> T (T groot genoeg) van onveranderlijk teken, en de beide
integralen (5) zullen dan 1n absolute waarde gelijk zijn.
Het zal blijken, dat deze veronderstelling tot een contradictie voert.

Hiertoe maken wij gebrulk van de volgende hulpstelling (Cahen-Mellin).

Stelling I: Voor k>0, Z(y)>0, y™° = e S108Y (|arg yI<5) 1s

k+ien
et / [(s) y7% as =™ . (6)
é Bewijs: Integreer g%;rj/7ﬁ(s) y—s ds over onderstaande rechthoek
‘ K+(N-3)1 B
| ‘ +(N-%)i B ’rer (/2) [M(s)y™® ds= e /=
| K-(N-3)1 A
D
k { / ; }.z:
A
Op AD en BC =
A ’[ﬁ(s) y-s! =O; eslogs-slogy’
~(N-"%)¢
=O] epcosylo%pjpsinynpjpcosylogiylfpsinyhui= =70eiy
y =ly] e
=O' epcosw(lo%p-logly0¥ (N-%)(p-u)!: lxl < z;;

N-
klo ——2-— N-% arg B-lol
o] e & Ty - =) )I~—->0voorN-aw
™
wegens arg B — 5 .

D
Hieruit volgt gemakkelijk, dat .//ﬁ en‘J/ﬁ—a 0 voor N— Q.
A

C
Voor J/P maken wij gebruik van

D
[7(2) [ (1-2)= symers

2T 1 = 042Te
-(N-3)+it} = 0{
[ﬁ{ (N-%) } (-1 YN (e ety (N+Ee1t)

—mt‘ (G,ﬂlnaﬁ }




- jb -
Dua:' r(s) y-sl -0 (e-rrltl --Nlog;N-/ocosgol.oglyl470:31:150.01)m

0 (e~ TTI6! -NLogh+ | log Iyil+ Nl )

e—N {108 —,%\;—,— -|o<l}

=0 ( Y>>0 met N — oo

Hieruit volgt:

C
/.—-)O als N oo,
D

["(s) heeft polen van de 12 orde in s = 0,-1,-2,...

k k (s+k) 77
residu in -k = y= lim s+k)/ 7 (s)= 1im =
K k
= Y T 1im s+k = (-,‘ )k .
FTE) s—r -k (—1)}’c sinm(s+k) %
Eindresultaat voor N -—co,
k+ico <D Kk
2—1771— _/F(S) y o ds = Zk - (-1)k L =™ (w.t.p.w)
k-ico =

Hierult volgt
Stelling II. Voor/(x)>0 is:

2+ico 5 ) 2+1¢o ., - %
- 1 -
g%-‘i‘ /\/”(%)C(S)X % as = — ot fﬁ(%)(n x) = ds=
2-1ico n= 2-ico
(Vo]
2
=2 z e X, (7)
n=1

Nu gaan wij over tot het bewlijs van de stelling van Hardy.
Verschulf in (7) de integratierechte naar 0 = 4. Dan wordt een pool
gepasseerd bij s = 1 (pool vanG(s)).

Residu= F(é—).x"lé = \/T;
s+ico _8 & 2 -
Dus: EJﬁ f F(S—)C(s) x 2 ds =2 12. e™ X - \/; =y’(x)

1
5—1(/0

Dus in verband met (4)

VR Fepe
1 b4 - - .
P P ) 7
1(g -4
Stel X =TT e (2’ ) (5 klein > 0).
77' ~————
- Tt = (t
Uit (3) volgt, dat e ¥ Z(t)= “—;—"Ef%l

éen even functie van t is.
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De voorgaande ultkomst gaat nu ovsr in:
1 fi"-?;‘ 1(E -0 (- § - &)
T AED R
= - /cosh {(g —8)2-} e 7 (t)dt= -Sa{‘?’f'.e

o

(%8
= o(ch e‘n2#31n3)+ 0(1)= 0f / e‘“%T31n§du)+ 0(1) =0(372)
1 o

zZ(t) e dt =

(5 “J?=

(8)

Neem nu ean, dat Z(t) # 0 voor t>t .

Voor ’I’>’t:O is dan

T 2T 27 mE & T
/ | Z(t)Yat= t/ z(t)atl € e f e T PT ¢ z(t)at| <
T T T
o _ Tt L
! < 2e /COSh(I;F- - ?J'CT)e kD Z(t)dt"—: O(Tﬁ) (9)
o]
Anderzijds 1s volgens (%) " (1 1t)
it - + logTr,
l2(e)| = 3G + 10)] |7 /"(%;+%-)l=
ritl - L 1egm Lt 1)10@(-—2--!-7;“Lt 1)--(—Z---k-[rj‘ﬁ 1)#log277+0(1—)t=
-_-—;_-‘g(%—-rit)fe T e ¥ ’e(? ¥ : t
o .
LA T B logTT -1log L y- A1 arctg2ltl - - )
|G eny| 0T F ET roslt)- g o S
+ 4 log 2w + O(%)
£2 ’ "18 - 11;-1og‘n'-}—§71og'.2'ﬁ‘-—11F -’g arc tg 2‘[1‘{1" +O(%—) )
r 5+ P oe e 53+t >
1
t > altl ¥ !Q(—é— + it)} voor t > t_
Dus: 2T 1 2T
f |z(t)|at> a.T ¥ f S (2 + 1t)|at >
T T
1, eT
>a.m ¥ l/t; (3 + 1t) dt' (10)
T | .
Door contourintegratie vindt men:
2T 5+21T 2+41T  2+421iT s+21T
1 /C;(-;~+1t)dt= /g(s)ds= /+ / + f (11)
T 11T 134T 24T 24217

i
H
|

Voor 023 1s T(s)= 0(VT).

Dus de som van de 12 en 3& integraal rechts is 0( VT).
De middelste integraal 1is



24217 24217

I8

7YEL S el 2+1T

(10) en {"*  geven:

2T
‘f c (‘g+ 1t) dt‘aT+O(\/—i‘).
T

Uit (10) en (13) volgt

2T
/ | z(e)lat > A.Tg .
T

Dit is in tegenspraak met (9).

- 37
<D

1 asm[ Z ] -1 T +0(1).
2 n logn

—
Y
AW

(15

Dus voor ledere waarde to is er ten minste nog 1 getal t1>-to met

Z(t)= 0, w.t.b.w.
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In zijn klassieke verhandeling van 1859 gaf reeds Riemann zonder
bewijs zulk een uitdrukking, nl:

o T 7
M(I) = 55 1og mr - o3

(bis auf einen Bruchteil von der Ordnung der Grosse %).
Voor het eerst is volledig door von Mangoldt in 1905 bewezens:

(1) = 55 log g - pe= + 0(log T)

(Math, Annalen Bd 60, 1-19)
nadat hij reeds in 1895 dit vermoeden van Riemann bijna volledig had be-
wezen (met een restterm O(log2 T) i.p.v. O(log T)). (Journal fir die
reine und angewandte Mathematik, Bd 114, S. 225-305).

Bij dit bewijs zijn weder enige hulpstellingen over het asymptotisch

gedrag der [ —functie nodig.

tf )4
"Hulpstelling 1: Voor w>o0 is zf(f—j—ﬂ)

= log w + o(w™")

r(wi)
t(s) 1 = 1 1
Bewijse Uit [228s) ¢ - 1. E (= = —) volgt:
=S98 7 (8) . 5 4= 'n s )
' (wi 1 n Ll g n
- = -C + (= ~ ) = =C + (= - )+
R e i S or I =L = v
O 2 2 0
= w W b YT 4
2 ) 1 v 1 X B oWt L ) =
{ L = -C + ) / S ]
T 2 n(n + W) n=1 n n= n2+LU n=w +1 ;§
St o+ 1
2
w
- -1 -2
= -0+ 2 logw+ C + O(w™) _/_‘gl.i‘ig-+o((u ) + 0(w™) =
o) wrw

- -1
- 2 Togw + O(w™1) = 2 logw+ 0(w™) + logw = log w+ O(wW™').
Hulpstelling 2: Voor -1 < T £2 en voor U222, t > 0 is gelijkmatig

t
l’"(c7+wil_01 w ).
PO +wi) (log w ) Il s

Bewijs:Uit dé.in stelling 1 gebruikte formule voor = volgt in dit ge-

bied, als W= 2 is:

(]
’I_'_gﬁ.%_ <1+ 4 + lslz ;ﬁjé;m‘s dus wegens
s n=1




-~ 30 ~

Is+n|> ls+1]
|s+n[> n-1

5) |<2 4 lslz — El

s

| sl
+ si' {log;s|+c}+-—-§-—-<kloglsl<k log W

3 Isl C
met k > vorg v Teem T TogTsT ¢

dus k = Té"'g'—é' + 2 kan volstaan.

Hulpstelling 3: O = GO is een vast getal uit het interval -1 £ T L 2.

G
o (Tpttl)
JW P, 7Ty dF = Wiog - w+ o(log w ).

Bewijs: a) Voor UO = O passen wij hulpstelling 1 toe:
78] w

b) Voor andere waarden van O‘O uit -1 < 0 £2 contourintegratie
over de rechthoek ((T +1, Oy+wi, wi, 1).

O'+wi wi
% ;i % %3 (s
f / s+/ =15 5 +
C7'+:1.
O‘+a)i

/——J@-z

3¢ integraal van het 2% 1id 1s 0(logw ) (hulpst. 2).
e

17 integraal onafhankell jk van W,
dus: U’O-H.ui
/ / L(5) 45 + 02
Trteh e e ae + 0108 w)
_ 9 +1
dus: (7 +Wi wi
g/ %ds:ﬁ/—[g—é—:—%ds+o(logw)
O‘+i

o ' (og+ti) &
ﬂ? c, +ti) ) a /Zf(/;'ti Jdt + 0(log W) =
g

= Wlog w - W + 0(logw ) volgens geval a.
Nu komen de nulpunten der ?; -functie in het geding.
Stelling I Voor T> O stelt N(T) het azntal nulpunten L = /5 +l}/i van
§(s), waarvan Q <a/ <T is.
Dan 1is:

N(T+1) - N(T) = O(log T).
Bewijs: WiJ maken gebruik van de vroeger afgeleide uitkomst:



s
(8) Ly Ay [ (g +1) 1.1

5 =i EE +Z;<B_P+/,> (1)

of t ( F,(S + ’i)

S __1__ :l_= ! S) _ 1 1 el

/—..-(s-/o +/) % (s) b+ 577 +2 /—1(% + 1) (2)

_ <& A _g(e)
Voor s=2+T1 is _ S < 7%%5% =0(1) (3)

Volgens hulpstelling 2 is, wegens ;»+ 1=2 + gi
(5 +1)

s
Uit (2), (3) en (4) volgt voor s=2+Ti

2;;'(§f5 +’ﬁj~0(log T)

= 0(log T) (&)

dus a fortiori

Z (G5 + 7)=0(108 1).

Y & - £ 2- > 1 |
ey (23)“+(1-p)° /39+f ? - )2+(T-d?)2> (e-/a)?+(rr.o;»)2>

>—1 > p. 2
4+(T-]) ¥ 1+(T-)
Dus
— 5 =0(10g T). (5)
P 1+(T—2’)
Voor

T< ]ﬁTM
bevat het linkerlid
N(T+1)-N(T)

. 1 1
termen, ieder ;; T = 3-

Dus linkerlid > N(T+1%“N(T)

o N(T+1)-N(T)=0(log T). (6)

Stelling II: Wanneer EZ:f zich slechts uitstrekt over de nulpunten

f)=ﬂt%i, waarvoor

|-y 1>
dan is ! 1
12 = 0(log T).
P (T"] Z:’ 1
‘ s=s . —2 (7).
Bewijs: % 1+(T-2’) Z"H _3)2 /Z (T- 3/) +(T 2’) P (T-(?')

(5) en (7) leveren het te bewi jzene.



Stelling TIII: Voor s=T+T1; 1€ 0 <2 geldt

Z (< + 1y=0(10g T).

=5 * "
Bewijs: Wegens (2) is
(8 .5
1 (s43) 1 'z + 3
;;(S*’E’f’ f’) cls ot FE+3)
Daar
A(s+3)=0+33 2
77(53)- T2y
is
4 c o
'§(S+"_ﬁ +/_})}<c,‘+-§—10g ]2- +%l<03 log | s (8)
Het aantal termen van Z}; s die niet tot ‘Z;_’ behoren, 1is
< N(T+1)-N(T-1)= N(T+1)-N(T)+N(T)-N(T-1)= 0(log T) (9)
Tedere term
1 1 1
‘s+ % +/—5’<1+ W<1+Cq (10)

(jO-:O is geen nulpunt).
Wegens (9) en (10) is:

< eg logls| (11)

Y4 1
'§(§T%:F +%)- %; (m +;5)
dus uit (8) en (11)
}Z’(s+1 35 '}%“)' < cg loglsi
Dus
‘Z:——;, P)' Z(g;cg——‘ )+(Z 3)0 f’ Zf;(g:?,—— ))’

3
1Z(§1’5—p p ’ IZ( s+3/) ’<06 loglsl+ Zp-_-is-,oeisﬂ-/o! <

< cg log!sHZ lﬂ(s-p) §(s+3 5TT = 6 1oglsl+32’; W<C6 lg @+T)+

+c7(log T)<08 1og T.
Of: /

( 1 )=0(1log T) w.t.b.w. (12)

PP

Hoofdstelling:

N(T)= 237 log 2?7_ - 2'.1;7 + 0(log T). (Von Mangoldt)

Bewijs: Neem aan, dat T # ordinaat van een nulpunt van (CJ(S)

2771N(T)=/2 =

genomen over de rechthoek (2,2+Ti, -1+Ti, -1), waarin de basis bij s=1 dco.
een kleine halve cirkel ingetand is. !

P g
f 1s onafhankelijk ven T (13)



2471
"2/ =Z- I‘;;ﬁ%g;m -Z_ -——-1-5;5 = 0(1). {14

p,m psm m.p
-14T1 -1
Dus: 27 N(T)= Cff + :Yf+ o(1). (15}
24T -14T1

Wegens de functionaalvergelijking

1-8
rem 2 (0)- FET 2 5 (1-s)
is:
& (=141 _ (- '2’1) /—7'(‘%'*' "Zi) T’.-\C,’ 2-ti
§§-1+ET; B I (1- %1) 2 (-4 +'§i) " ioe B
dus- -1 Q t
S (A+gl)
S s= -1+ti dt+
-1+Ti iE g ‘ /?? g T+ Ei;)dt ﬁé/?ﬁ fY-%+§i))

. g/ S8 4o T Lt f___gi_a (4
T 1og7r+.ézgiigég} ds= 6?3?-—7F;%;—;;))d Og? f’(«§+ui))du -T g™ O

Hulpstelling 3 geeft:

T T
2 I 2
"(4=-ul ' (1+ul T T T
V/’Zf(/a = )dufj/é?(fﬁ el )du= 5 log 5 - 5 + O(log T)

‘/(27 f” ;:ﬁi))du= g-log g - g + O(log T),

CZ// ds= T log me— - T+0(log T). 453)
-1+Ti
1 en (16) geven:
(15) (16) & ot
T T T 1 (s P
N(T)= 55 108 m - moF * 0(log T)+ 4{/( = ds. (17)
2+4T1
Het enige wat te bewijzen overbllijft, is
~-1+T1
1
:ZJ/» 5 S s = 0(log T).
2+T1
tall| /—1!(2.4.1) 1 Ay
= {8) _w_ 1 _ i + ( 3
QES} =Pm57 2 /"(,Z+'l) S)o /o) Z: BP '
waarin Z:j gesommeerd wordt voor fT—?[}ﬂ
" PZ” 1 n 1 lT 2!<1

1
Eerste term rechterlid (18) 1is 0(1), 2% term 1s O(T™ '), de 3% term is
O(log T). (hulpst.2). 4 term ={0(log T) (Stelling III).

1"
Het aantal termen van de laatste SCMIZ::uit (18) is 0(log T).



- 43 -

-1+T1
l Cf/ < T
24T
”1 _ 1 _,log T
‘ (T+4) N(T-1)} T = 0(‘T%W‘)'
Dus Ey:]?Ti " y 4
J_ (= + X)ds= 0(1log T). (19)
o¥ri A PP
Uit (18) en (19) volgt:
-’I+Ti§
94 5) ds= 0(log T). (20)
L, =

Uit (17) en (20) volgt de te bewijzen stelling:

N(T)= o log 23, - oo + O(log T).  w.t.b.w.
Nog een kleinigheidje:
Voor n—oo0
~ Y.02Tn
el ot
Bewijs:
N(T)ﬂJgg; log T.
QWN(% + ")“’(]hi 1) log (Zm + 1)ev Zn I’ogz«
NOpn-1) < n €N, +1)
dus 277n<025 lo%f%.,
of log naodlog A
q o2ln
us IEE"E

Opmerking: Als het vermoeden van Riemann Juist zou zijn, dan zou

T T log T
N(T)= zor 108 7 - 77 + O (Tog Tog 1)

zljn,



